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Geometrija masa

Masa
Materijalnost materijalnog sistema, odnosno tela, karakteriSe se u Njutnovskoj
mehanici samo jednim skalarnim parametrom koji se zove masa. Osobine mase su:
1) Masa je pozitivna veli¢ina, m>0,
2) Masa je apsolutna veliCina, tj ista je za sve posmatra¢e nezavisno od njihovog
kretanja, m'=m,

n
3) Masa je aditivna veli¢ina, tj. m = Z m, ,
=)
4) za masu vazi zakon konzervacije, tj. m=0.
Kada je rec¢ o telu, masa tela koje je zamiéljeno podeljenona N (N — o) delica je
= ’%13‘102Am = Idm .
Gustina mase
Ako je oblast prostora kona¢ne zapremine AV ispunjena masom Am, tada je srednja
gustina mase odredena sa p, = Am/AV . Gustina mase u datoj tacki je
Am _dm _

= lim ,Z
P AV—>OAV dV ( Y )

Ako je p=const., kaze se da je telo homogeno. Masa tela zapremine V odredena je

sada kao m= I pdV . Ako je masa tela povrSinski rasporedena, tada jem = '[ p,dA,
\ A

dok u slucaju linijskog rasporeda mase je m = I p,dL.
L

Staticki moment masa

Staticki moment masa ili linearni polarni moment masa je S = Zm a u slucaju

i=1

it

neprekidno rasporedenih masa je S = Ide . Linearni polarni momenti masa u odnosu
\
na koordinatne ravni Oyz, Oxz i Oxy, respektivno, su

n n n
S, =2 MX , S, =>my,,s,=>mz,s, :dem, s, =Jydm, s, =jzdm.
i=1 i=1 i=1 Vv Vv Vv

Centar masa
Centar masa ili centar inercije materijalnog sistema je tacka ¢iji vektor polozaja je
kolinearan statickom polarnom momentu masa sa koeficijentom proporcionalnosti

1/m, 4.

Pl 1 i
c = _m; m\J;rdm.

Osobine centra masa
1) Polozaj centra masa ne zavisi od izbora
koordinatnog sistema ve¢ samo od rasporeda masa.

nm

m iz mis

Zn:ﬁmi=@+rc,.
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Kako je T :@+FC, +C'C, sledi daje C'C=0.
2)  Linearni polarni moment masa u odnosu na centar masa jednak je nuli.

. - 1 & 1, .
PoloZaj centra masa, u odnosu na centar masa je P =—Z:,oimi =—5". Kako je
m 4= m
Pc =0,sledidaje S'=mp. =0.
Momenti inercije

- Polarni moment inercije ili kvadratni polarni moment
masa, definiSe se kao

n
o~ _ 2 _ 2
. Jo =D mr?, Jo_jr dm
R e - Aksijalni moment inercije ili moment inercije
mn n .. . .y
/0 materijalnog sistema u odnosu na osu Ol, definiSe se
m kao

J,=Zn:mi(rxﬁ)2=2n:midi2, J|=J-d2dm
i=1 i=1 \%

- Kvadratni planarni moment masa ili moment inercije materijalnog sistema u
odnosu na ravan IT, definisan je sa

‘]H:Zmipiz’ JH:J.pzdm
i=1 Vi
Ako se u tacki (polu) O postavi Dekartov koordinatni sistem

Oxyz, prethodni momenti inercije postaju

Jo =2 M +y; +z}), o :J'(x2 +y? +2%*)dm,
i=1

\Y
s, $me =S s, =S = Smor 0.

i=1 i=1

n

J, = mirz?:zmi(xiz'i-yiz)"]xZJ.(y2+Zz)dma\]y:I(X2+Zz)dma\]z=j(X2+y2)dm
i=1 vV \Y \

z

i=l
Sabiranjem izraza za aksijalne momente inercije i uporedivanjem sa izrazima za
polarne momente inercije, dobija se
J,+J,+J,=2J,, Jy+Jd,>J,, J,+3,>d,, J,+J,>J,.

Momenti inercije u odnosu na koordinatne ravni su
n n n
2 2 2
Joxy :Zmizi s Joy :Zmixi » Jox :Zmiyi )

i=1 i=1 iol

2 2 2
Joxy :jz dm, J, :Ix dm, Jo, :Iy dm.

\ \ \

Vazi sledece tvrdenje: J, = Jo,, + o, +Jo,, - Momenti inercije za pol u centru masa,

odnosno, za osu ili ravan koje prolaze kroz centar masa nazivaju se sopstveni
momenti inercije. Svi prethodno definisani momenti inercije pozitivne su vceli¢ine i
mogu se izraziti u obliku J =mi?*, gde je i- polupre¢nik inercije u odnosu na tacku,

Oyz

osu ili ravan. Dimenzija momenta inercije je [J]= ML".
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Proizvodi inercije
Pod proizvodom inercije podrazumevaju se momenti inercije u odnosu na dve ose.

n
Proizvod inercije za ose Ou 1 Ov odreden je sa I1,, = z m, (U xTr,)(Vxr).Kada su ose
i=1
Ou 1 Ov medusobno upravne, proizvod inercije zove se devijacioni moment inercije.
Ako su to ose Dekartovog koordinatnog sistema Oxyz, devijacioni momenti inercije
su:

I1,, =imi(rxﬁ)(jxﬁ)=_imixiyi 1, :_Zn:miyizi 11, :_Zn:mizixi .
=1 i1 i1 i1

Devijacioni momenti inercije, sa promenjenim znakom, nazivaju se centrifugalni
momenti inercije

ny Zn:mixiyi > ‘]yz =Zn:miyizi > sz :Zn:mizixi >
i=1 =1 i=l

Jy :J'xydm, J,, :jyzdm, J,, :J'zxdm.
\ \ \

Centrifugalni momenti inercije zavise od izbora koordinatnog sistema, mogu biti 1

pozitivni 1 negativni i jednaki nuli, a vazi J,, =J,,, J,, =J,, J,, =J,,. Ako su, npr.

Jo.=01J,=0,tada je osa Oz glavna osa inercije u tacki O. U slucaju da se centar

masa C nalazi na glavnoj osi inercije, tada je ta osa glavna centralna osa inercije.
Uporedivanjem aksijalnih i centrifugalnih momenata inercije dobija se

J, :j(y2 +2%)dm :I(y—z)zdm+j2yzdm,
\ \ \
i kako je I(y—z)zdm >0, sledi da je J, —IZydeZO, odnosno J, >2J . Na isti
\ \

nain se pokazuje da vazi: J, >2J,, i J, >22J, . Matrica oblika

‘]x _‘]xy _‘]xz
_‘]yx ‘]y _‘]yz
_‘]zx _‘Jzy ‘Jz

naziva se tenzor inercije u datoj tacki. Od 9 momenata inercije, vidi se da je samo 6
medusobno nezavisno.

Ako materijalni sistem ima ravan materijalne simetrije tada je osa, koja je upravna na
ravan simetrije, glavna osa inercije. U slu¢aju kada materijalni sistem ima osu
simetrije (osa dinamicke simetrije), tada ta osa predstavlja glavnu centralnu osu
inercije.

Hajgens — Stajnerova teorema

n n
12 2
‘]Oz':zmiri > ‘]szzmiri >
i=1 i=1

I =@d+y,)* +x} =d*+2dy, +r’
Jop = md?+2d> my, +> mr’.
i=1 i=1 i=1

n
Kako je Z:miyi =my. =0, sledi da je J,, =J., +md’, $to izrazava Hajgens-
i=l
Stajnerovu teoremu: moment inercije materijalnog sistema (tela) za neku osu jednak
je zbiru sopstvenog momenta inercije za paralelnu osu i polozajnog momenta inercije.
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Moment inercije u odnosu na proizvoljnu osu kroz datu tacku
Pretpostavimo da su poznati uglovi «, £ i y koji

odreduju polozaj ose Ou, u odnosu na koordinatni
sistem Oxyz, kao 1 da su poznati momenti inercije

Jr 3y 95, 3y, 3y 1 3,
- - — |2
) ) [ J k
Ju=2mi(ﬁxﬁ)2=2mi cosa cosfB cosy
- - Xi Yi Zi
J, = imi [(Zi cos B— Yy, cosy )i +(x, cosy—z,cosa)j +(y, cosa — X, cos,b’)IZ]2 ,
i=1
J, = Zn:mi [(Zi cos B -, cosy)2 +(Xi cosy —z, cosoz)2 +(yi cosa — X; cosﬂ)z],
i=l
J,=J,cos’ a+J, cos’ B+, cos’ y —

—2J,,cosacos f—2J,, cos fcosy —2J,, cosycosa .
Polozaj ose Ou moze biti odreden i poznavanjem tacke kroz koju prolazi osa. Neka je
to tacka K &iji polozaj je odreden sa p = OK = Xi + yj + ZK , tako da je
y

X z
cosa=—, cosff=—, cosy=—,
P P

2 2 2 2
Joo =4, xX"+Jd,y +J,2° -2 xy-2J,,yz-2J,,2X.
Elipsoid inercije

Izaberimo tacku K, na osi Ou, tako da je OK = p=

1
Tada je

1=3x*+J,y* +3,2° =23 xy—2J ,yz—2J, 27X,
odnosno
2 2 2
f(xy,0)=3 x"+J,y"+J,2° -2 ,xy-2J,,yz-2J ,,2x-1=0
Ako suose O&, On 1 OZ, glavne ose inercije u tacki O, tada je elipsoid inercije dat
sa

2 2 2
J.E+d, " +J,. 07 =1.
Ako se tacka O poklapa sa centrom masa, elipsoid inercije se tada naziva centralni
elipsoid inercije, a njegove ose simetrije nazivaju se glavne centralne ose inercije.
Elipsoid inercije moze biti prikazan i u kanonskom obliku
2 2 2
98—2 + Z—z + 4—2 =1,
C
gde su poluose elipsoida inercije date sa

1 1 1
a=—, b=—, c=——,
o T T

odakle se vidi da ve¢im poluosama odgovaraju manji glavni momenti inercije, i
obrnuto.



